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Re´sume´
Une me´thode de couplage d’un mode`le macroscopique/homoge´ne´ise´ d’une structure avec un mode`le plus ≪ fin ≫,
microscopique, de de´tails localise´s est propose´e. Elle se base sur un raccord surfacique des mode`les qui exploite
une se´paration micro-macro des quantite´s d’interface. Afin de prendre en compte des gradients de de´formation
macroscopique a` l’e´chelle de la zone d’inte´reˆt, une de´finition de l’espace macroscopique de de´placement d’inter-
face qui s’appuie sur une cine´matique second gradient est choisie. L’approche permet d’obtenir dans la zone de
de´tail la solution microscopique qui serait obtenue par homoge´ne´isation au second ordre avec l’avantage de ne
pas ne´cessiter la construction explicite du comportement homoge´ne´ise´. Afin de faciliter son utilisation dans les
codes industriels, une imple´mentation non-intrusive de la me´thode de couplage est adopte´e et est de´veloppe´e
dans le code Z-set (Ze´BuLoN). Des exemples bidimensionnels de structures he´te´roge`nes simples ou tridimension-
nels de composites stratifie´s a` plis tisse´s sont e´tudie´s afin d’illustrer les performances de l’approche par rapport
aux approches de submodeling ou d’analyses locale-globale classiquement utilise´es en inge´nierie me´canique.
Abstract
A coupling strategy between a macroscopic/homogenized model of a structure and a ≪ finer ≫ microscopic
model of some local details is proposed. It is based on a surface linkage of the models that makes use of a
micro-macro separation of interface quantities. In order to account for macroscopic strain gradients at the level
of the zone of interest, a second order gradient kinematics is chosen to define the macroscopic space for the
interface displacements. The approach enables one to obtain the microscopic solution in the detailed zone that
would be obtained by second order homogenization with the advantage of no requiring the explicit construction
of the homogenized behavior. In order to facilitate its use in industrial softwares, a non-intrusive implementation
of the coupling method is adopted and developed in Z-set software (Ze´BuLoN). Two-dimensional examples of
simple heterogeneous structures and three-dimensional examples of layered composites with woven fabric plies
are studied in order to illustrate the performances of the approach compared with submodeling or global-local
analysis approaches that are classically used in mechanical engineering.
Mots Cle´s : couplage surfacique, maillages incompatibles, homoge´ne´isation second ordre, analyse locale-globale
Keywords : surface coupling, non-conforming meshes, second order homogenization, global-local analysis
1. Contexte industriel
L’analyse de l’influence de phe´nome`nes localise´s sur le comportement global d’une structure
est une question couramment rencontre´e en inge´nierie que ce soit pour investiguer les effets
d’une modification locale sur le dimensionnement d’une pie`ce ou pour analyser l’effet d’une
fissure ou d’un de´faut localise´ sur la tenue d’une structure saine. Elle conduit ge´ne´ralement
a` e´valuer l’impact d’un mode`le localise´ plus ≪ fin ≫ sur la re´ponse globale de la structure
obtenue avec un mode`le plus ≪ grossier ≫ par une approche locale-globale comme illustre´e en
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Fig. 1. Diffe´rents mode`les d’une structure he´te´roge`ne
Fig. 1(c) ; un calcul a` l’e´chelle microscopique sur toute la pie`ce e´tant ge´ne´ralement hors de
porte´e (Fig. 1(a)). Deux difficulte´s e´mergent : celle du choix du comportement macroscopique
de la structure (Fig. 1(b)) dans le cas ou` la de´finition d’un volume e´le´mentaire repre´sentatif
peut ne pas eˆtre e´vidente (pas de se´paration des e´chelles) et celle due au fait que la zone
d’inte´reˆt, de taille e´ventuellement non ne´gligeable par rapport a` celle de la structure, peut eˆtre
soumise a` des gradients de de´formation relativement importants rendant de´licat l’application
des techniques d’homoge´ne´isation classiques. Une technique de couplage de mode`le base´e sur
l’homoge´ne´isation au second ordre est ici propose´e sans ne´cessiter la construction explicite du
comportement homoge´ne´ise´.
2. Couplage surfacique base´ sur une cine´matique second gradient
Sur une interface γ d’une zone d’inte´reˆt rectangulaire ΩL (Fig. 2), le de´placement base´ sur une
cine´matique second gradient [2, 4] peut s’e´crire :
W γ = u
∗
G + (FM − Id) · dX +GM : ∆XG ⊗ dX +
1
2
GM : dX ⊗ dX + w (Eq. 1)
ou` ∆XG = XG−XC et u
∗
G est fonction de XG et XC et inde´pendant de dX . FM et GM sont les
tenseurs des premier et second gradients macroscopiques constants sur ΩL. Afin de de´finir les
X
c
dX = X - X
G
X
G
X
ΔX = X - X
C
γ = d
γ = r
γ = t
γ = l
Fig. 2. Zone d’inte´reˆt rectangulaire ΩL de centre ge´ome´trique XC et interface γ de centre XG
quantite´s macroscopiques FM et GM , les conditions d’admissibilite´ suivantes sur la fluctuation
w sont classiquement adopte´es [2] :

w(XC , X) pe´riodique∫
γ
w(XC , X) dΓ = 0, sur chaque interface γ de ΩL
(Eq. 2)
Selon (Eq. 1), le de´placement sur une interface est line´aire et quadratique en dX et de´pend de
la fluctuation w. Suivant [3], on introduit pour chaque interface γ un projecteur macroscopique
2
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ΠMγ qui extrait les parties moyenne, line´aire et quadratique du de´placement W γ :
ΠMγ (W γ) = Π
T
γ (W γ)︸ ︷︷ ︸
constant
+ΠLγ (W γ)︸ ︷︷ ︸
linear in dX
+ ΠQγ (W γ)︸ ︷︷ ︸
quadratic in dX
= W Tγ +W
L
γ +W
Q
γ =W
M
γ (Eq. 3)
et tel que WMγ et son comple´ment microscopiqque W
m
γ = (I −Π
M
γ )(W γ) soient orthogonaux
au sens du produit scalaire suivant :∫
γ
W γ · F γ dΓ = (W γ , F γ)γ = (W
M
γ , F
M
γ )γ + (W
m
γ , F
m
γ )γ
Les efforts macroscopiques FMγ peuvent eˆtre de´finis sur la meˆme base macroscopique. On notera
que, par de´finition, Wmγ est a` moyenne nulle et ve´rifie la deuxie`me condition de (Eq. 2). Par
ailleurs, la se´paration d’e´chelle ici propose´e implique aussi que Wmγ est a` partie line´aire nulle,
condition qui n’est pas ne´cessairement ve´rifie´e par w.
Si l’on souhaite que le couplage de la zone locale ΩL et du mode`le global ΩG illustre´ en Fig. 1(c)
assure la transmission de la cine´matique de second gradient de (Eq. 1), il faut imposer la
pe´riodicite´ de Wmγ et des parties quadratiques pour chaque paire d’interfaces γ
+ et γ− en
vis-a`-vis : {
WmL,γ+ −W
m
L,γ− = W
m
G,γ+ −W
m
G,γ− = 0
W
Q
L,γ+
−WQ
L,γ−
= WQ
G,γ+
−WQ
G,γ−
= 0
(Eq. 4)
On montre alors que les conditions de couplage suivantes :

W TL,γ = W
T
G,γ pour chaque interface γ
WLL,γ+ −W
L
L,γ− = W
L
G,γ+ −W
L
G,γ− pour chaque paire d’interfaces γ
+/γ−
uL(A) = uG(A) en un coin A du domaine
(Eq. 5)
suffisent pour de´finir explicitement FM et GM sur ΩL ainsi que son mouvement de corps rigide.
Dans le cas ou` le mode`le global de´fini sur ΩG est bien le comportement homoge´ne´ise´, on obtient
bien la cine´matique induite par (Eq. 1). Une imple´mentation non-intrusive de la me´thode de
couplage [1] est de´veloppe´e dans le code Z-set (Ze´BuLoN).
3. Plaque multiperfore´e soumise a` un gradient line´aire de de´formation
Une plaque multiperfore´e (Fig. 3) est soumise a` un gradient line´aire de de´formation macrosco-
pique en appliquant sur sa frontie`re ∂uΩ le de´placement ud =
1
2
G0 : X ⊗ X avec G
xyx
0 = 10,
G
yxx
0 = 3, G
yyx
0 = 2, G
yxy
0 = 5, G
xxx
0 = −2.52 et G
yyy
0 = −4.49. Sur la zone locale ΩL, une
∂uΩ
X
(a) Mode`le microscopique (re´fe´rence)
∂uΩG
Γ
ΩG
ΩL
(b) Mode`les couple´s
Fig. 3. Mode`le microscopique (re´fe´rence) et mode`les couple´s d’une plaque multiperfore´e
erreur e par e´le´ment par rapport a` la solution de re´fe´rence associe´e au mode`le de la Fig. 3(a)
est de´finie par :
eele =
‖uL − uref‖
2
ele
‖uref‖
2
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ou` ‖uL − uref‖
2
ele =
1
2meas(ele)
∫
ele
ε(uL − uref) : KL : ε(uL − uref) dΩ avec KL le tenseur de
Hook sur ΩL. La Fig. 1 montre qu’un couplage classique mortar (multiplicateur discre´tise´ sur
le maillage du mode`le grossier) conduit a` des niveaux d’erreur tre`s importants et fortement
de´pendants de la discre´tisation du mode`le grossier contrairement a` la me´thode de couplage
propose´e.
Maillages
Raccord
mortar
Erreur max. emax
ele
= 150% emax
ele
= 10% emax
ele
= 35% emax
ele
= 38%
Raccord
propose´
Erreur max. emax
ele
= 3.69% emax
ele
= 2.06% emax
ele
= 2.21% emax
ele
= 2.25%
Echelle 0% 5% 10%
Tab. 1. Carte d’erreur eele sur la zone locale ΩL
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